CHUYÊN ĐỀ 9 – ĐỒNG DƯ
A. Định nghĩa:

Nếu hai số nguyên a và b có cùng số dư trong phép chia cho một số tự nhiên m 
[image: image1.wmf]¹

 0 thì ta nói a đồng dư với b theo môđun m, và có đồng dư thức: a 
[image: image2.wmf]º

 b (mod m)

Ví dụ:7 
[image: image3.wmf]º

 10 (mod 3) , 12 
[image: image4.wmf]º

 22 (mod 10)

+ Chú ý: a 
[image: image5.wmf]º

 b (mod m) 
[image: image6.wmf]Û

 a – b 
[image: image7.wmf]M

 m

B. Tính chất của đồng dư thức:

1. Tính chất phản xạ: a  
[image: image8.wmf]º

 a (mod m)

2. Tính chất đỗi xứng: a 
[image: image9.wmf]º

 b (mod m) 
[image: image10.wmf]Þ

 b 
[image: image11.wmf]º

 a (mod m)

3. Tính chất bắc cầu: a 
[image: image12.wmf]º

 b (mod m), b 
[image: image13.wmf]º

 c (mod m) thì a 
[image: image14.wmf]º

 c (mod m)

4. Cộng , trừ từng vế: 
[image: image15.wmf]a   b (mod m)
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Hệ quả:

a) a 
[image: image16.wmf]º

 b (mod m) 
[image: image17.wmf]Þ

 a  + c 
[image: image18.wmf]º

 b + c (mod m)

b) a + b 
[image: image19.wmf]º

 c (mod m) 
[image: image20.wmf]Þ

 a 
[image: image21.wmf]º

 c - b (mod m)

c) a 
[image: image22.wmf]º

 b (mod m) 
[image: image23.wmf]Þ

 a + km 
[image: image24.wmf]º

 b (mod m)

5. Nhân từng vế : 
[image: image25.wmf]a   b (mod m)

ac  bd (mod m)

c   d (mod m)
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Hệ quả:

a) a 
[image: image26.wmf]º

 b (mod m) 
[image: image27.wmf]Þ

 ac 
[image: image28.wmf]º

 bc  (mod m) (c 
[image: image29.wmf]Î

 Z)

b) a 
[image: image30.wmf]º

 b (mod m) 
[image: image31.wmf]Þ

 an 
[image: image32.wmf]º

 bn (mod m)

6. Có thể nhân (chia) hai vế và môđun của một đồng dư thức với một số nguyên dương

    a 
[image: image33.wmf]º

 b (mod m) 
[image: image34.wmf]Û

 ac 
[image: image35.wmf]º

 bc (mod mc)

Chẳng hạn: 11 
[image: image36.wmf]º

 3 (mod 4)  
[image: image37.wmf]Û

 22 
[image: image38.wmf]º

 6 (mod 8)

7. 
[image: image39.wmf]ac   bc (mod m)
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Chẳng hạn : 
[image: image40.wmf]16   2 (mod 7)
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C. Các ví dụ:

1. Ví dụ 1:

Tìm số dư khi chia 9294 cho 15

Giải

Ta thấy  92 
[image: image41.wmf]º

 2 (mod 15) 
[image: image42.wmf]Þ

 9294 
[image: image43.wmf]º

 294 (mod 15) (1)

Lại có 24 
[image: image44.wmf]º

 1 (mod 15) 
[image: image45.wmf]Þ

 (24)23. 22 
[image: image46.wmf]º

 4 (mod 15) hay 294 
[image: image47.wmf]º

 4 (mod 15) (2)

Từ (1) và (2) suy ra  9294 
[image: image48.wmf]º

 4 (mod 15) tức là 9294 chia 15 thì dư 4

2. Ví dụ 2:

Chứng minh: trong các số có dạng 2n – 4(n 
[image: image49.wmf]Î

 N), có vô số số chia hết cho 5

Thật vậy:

Từ 24 
[image: image50.wmf]º

 1 (mod 5) 
[image: image51.wmf]Þ

24k 
[image: image52.wmf]º

 1 (mod 5) (1)

Lại có 22 
[image: image53.wmf]º

 4 (mod 5) (2)

Nhân (1) với (2), vế theo vế ta có: 24k + 2 
[image: image54.wmf]º

 4 (mod 5) 
[image: image55.wmf]Þ

 24k + 2  - 4 
[image: image56.wmf]º

 0 (mod 5)

Hay 24k + 2  - 4 chia hết cho 5 với mọi k = 0, 1, 2, ... hay ta được vô số số dạng 2n – 4

(n 
[image: image57.wmf]Î

 N) chia hết cho 5

Chú ý: khi giải các bài toán về đồng dư, ta thường quan tâm đến a 
[image: image58.wmf]º

 
[image: image59.wmf]±

 1 (mod m)

           a 
[image: image60.wmf]º

 1 (mod m) 
[image: image61.wmf]Þ

 an 
[image: image62.wmf]º

 1 (mod m)

           a 
[image: image63.wmf]º

 -1 (mod m) 
[image: image64.wmf]Þ

 an 
[image: image65.wmf]º

 (-1)n  (mod m)

3. Ví dụ 3: Chứng minh rằng

a) 2015 – 1 chia hết cho 11                      b) 230 + 330 chi hết cho 13

c) 555222 + 222555 chia hết cho 7

Giải

a) 25 
[image: image66.wmf]º

 - 1 (mod 11) (1); 10 
[image: image67.wmf]º

 - 1 (mod 11) 
[image: image68.wmf]Þ

 105 
[image: image69.wmf]º

 - 1 (mod 11) (2)

Từ (1) và (2) suy ra 25. 105 
[image: image70.wmf]º

 1 (mod 11) 
[image: image71.wmf]Þ

 205 
[image: image72.wmf]º

 1 (mod 11) 
[image: image73.wmf]Þ

205 – 1 
[image: image74.wmf]º

 0 (mod 11)

b) 26 
[image: image75.wmf]º

 - 1 (mod 13) 
[image: image76.wmf]Þ

  230 
[image: image77.wmf]º

 - 1 (mod 13) (3)

    33 
[image: image78.wmf]º

 1 (mod 13)  
[image: image79.wmf]Þ

  330 
[image: image80.wmf]º

  1 (mod 13) (4)

Từ (3) và (4) suy ra 230 + 330 
[image: image81.wmf]º

 - 1 + 1 (mod 13) 
[image: image82.wmf]Þ

 230 + 330 
[image: image83.wmf]º

 0 (mod 13)

Vậy: 230 + 330 chi hết cho 13

c) 555 
[image: image84.wmf]º

 2 (mod 7) 
[image: image85.wmf]Þ

 555222 
[image: image86.wmf]º

 2222 (mod 7) (5)

    23 
[image: image87.wmf]º

 1 (mod 7) 
[image: image88.wmf]Þ

 (23)74 
[image: image89.wmf]º

 1 (mod 7) 
[image: image90.wmf]Þ

 555222 
[image: image91.wmf]º

 1 (mod 7) (6)

222 
[image: image92.wmf]º

 - 2 (mod 7) 
[image: image93.wmf]Þ

 222555 
[image: image94.wmf]º

 (-2)555 (mod 7)

Lại có (-2)3 
[image: image95.wmf]º

 - 1 (mod 7) 
[image: image96.wmf]Þ

 [(-2)3]185 
[image: image97.wmf]º

 - 1 (mod 7) 
[image: image98.wmf]Þ

 222555 
[image: image99.wmf]º

 - 1 (mod 7)

Ta suy ra 555222 + 222555  
[image: image100.wmf]º

 1 - 1 (mod 7) hay 555222 + 222555 chia hết cho 7

4. Ví dụ 4:    Chứng minh rằng số 
[image: image101.wmf]4n + 1

2

2

 + 7 chia hết cho 11 với mọi số tự nhiên n

Thật vậy:Ta có: 25 
[image: image102.wmf]º

 - 1 (mod 11) 
[image: image103.wmf]Þ

 210 
[image: image104.wmf]º

  1 (mod 11)

Xét số dư khi chia 24n + 1 cho 10. Ta có: 24 
[image: image105.wmf]º

 1 (mod 5) 
[image: image106.wmf]Þ

 24n 
[image: image107.wmf]º

 1 (mod 5)


[image: image108.wmf]Þ

 2.24n 
[image: image109.wmf]º

 2 (mod 10) 
[image: image110.wmf]Þ

 24n + 1 
[image: image111.wmf]º

 2 (mod 10) 
[image: image112.wmf]Þ

 24n + 1 = 10 k + 2

Nên 
[image: image113.wmf]4n + 1

2

2

 + 7 = 210k + 2 + 7 =4. 210k + 7 = 4.(BS 11 + 1)k + 7 = 4.(BS 11 + 1k) + 7

= BS 11 + 11 chia hết cho 11

Bài tập về nhà:

Bài 1: CMR:

a) 228 – 1 chia hết cho 29

b)Trong các số có dạng2n – 3 có vô số số chia hết cho 13

Bài 2:  Tìm số dư khi chia A =  2011 + 2212 + 19962009 cho 7.
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