BẤT ĐẲNG THỨC VÀ GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT

A - CÁC PHƯƠNG PHÁP CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC
1) Phương pháp đổi tương đương

· Để chứng minh: 
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Vớ dụ 1.1
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Do bất đẳng thức (2) đúng nên bất đẳng thức (1) được chứng minh.

b)
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Bất đẳng thức (2) đúng suy ra điều phải chứng minh.

Vớ dụ 1.2

CMR
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Do bất đẳng thức (2) đúng suy ra điều phải chứng minh.
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Vớ dụ 1.3
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Nếu ac + bd < 0 thỡ (2) đúng

Nếu 
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Suy ra đpcm.

Vớ dụ 1.4

Cho a, b, c > 0, chứng minh rằng: 
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Vớ dụ 1.5

Cho a, b, c > 0. CMR: 
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Suy ra ĐPCM.

2) Phương pháp biến đổi đồng nhất

Để chứng minh BĐT: A 
[image: image21.wmf]³

 B. Ta biến đổi biểu thức A – B thành tổng các biểu thức có giá trị không õm.

Vớ dụ 2.1

Chứng minh rằng:
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Vớ dụ 2.2

Chứng minh rằng:

a) 
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Vớ dụ 2.3

Với a, b, c > 0. Chứng minh rằng:
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Vớ dụ 2.4
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a) Ta cú: 
[image: image39.wmf](

)

2

20

ababab

+-=-³
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c) 
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Vớ dụ 2.5
Cho a, b, c > 0. Chứng minh:


[image: image42.wmf](

)

222

)

)3

bcacab

aabc

abc

bcacab

babc

abc

++³++

++³++


Giải

[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

222

2

222

222

222

222222

222222

111

)0

222

)3

1

0

2

abacbc

bcacab

aabccba

abcabacbc

bcacab

babc

abc

cab

abcbac

abcbac

---

++-++=++³

æö

++-++

ç÷

èø

éù

=-+-+-³

êú

ëû


Vớ dụ 2.6

Chứng minh rằng
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3) Phương pháp sử dung tính chất của bất đẳng thức

 Cơ sở của phương pháp này là các tính chất của bất đẳng thức và một số bất đẳng thức cơ bản như:
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Vớ dụ 3.1

Cho a + b > 1 . Chứng minh: 
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Vớ dụ 3.2

Với a, b, c > 0. CMR
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Vớ dụ 3.3

Cho a, b, c > 0. CMR:
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a) dễ dàng chứng minh 
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b) dễ dàng chứng minh
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Vớ dụ 3.4
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b) Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Chứng minh
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c) Cho a, b, c > 0 thỏa món: abc = ab + bc + ca. Chứng minh:
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Tương tự: 
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Vớ dụ 3.5
Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng:
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a) áp dụng BĐT: 
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b) 
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suy ra điều phải chứng minh.

4)Phương pháp sử dung bất đẳng thức Co-si
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Vớ dụ 4.1
Cho a, b > 0 thỏa món ab = 1. CMR: 
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Áp dụng BĐT Cosi ta có
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Vớ dụ 4.2
Chứng minh rằng:
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Cộng vế với vế ta được: 
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Dấu “=” xảy ra khi 
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Vậy dấu “=” khụng xảy ra.

Vớ dụ 4.3
 Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng:
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Vớ dụ 4.4
Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng
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Cộng vế với vế suy ra điều phải chứng minh

Vớ dụ 4.5
Cho a, b, c > 0 thỏa món a2 +b2 + c2 = 3. Chứng minh rằng
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Suy ra điều phải chứng minh.

Vớ dụ 4.6
Cho x, y, z > 0 thỏa món xyz = 1. Chứng minh
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a) Áp dụng bất đẳng thức cô si ta có:
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Tương tự suy ra VT 
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Vớ dụ 4.7
Cho x, y, z > 0. Chứng minh
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Áp dụng bất đẳng thức Cosi ta có: 
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5)Phương pháp sử dung bất đẳng thức Bunhiacopski
*) 
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Tổng quỏt:
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Vớ dụ 5.1
Cho a, b > 0. Chứng minh
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a) Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski ta cú:
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Tổng quỏt: 


[image: image107.wmf]·

Cho 
[image: image108.wmf]0,1.

i

bin

>=

 thỡ 
[image: image109.wmf](

)

2

222

12

12

1212

...

...

...

n

n

nn

aaa

aaa

bbbbbb

+++

+++³

+++

   (1)


[image: image110.wmf]·

 Với 
[image: image111.wmf]0

ii

ac

>

 với 
[image: image112.wmf]1.

in

=

 thỡ 
[image: image113.wmf](

)

2

12

12

121122

...

...

...

n

n

nnn

aaa

aaa

cccacacac

+++

+++³

+++

  (2)

Thật vậy: 
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Vớ dụ 5.2
Cho a,b,c là các số thực dương. Chứng minh
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Vớ dụ 5.3
Cho a, b, c > 0. Chứng minh: 
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Dấu “=” xảy ra khi 
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Vớ dụ 5.4
Cho x, y, z > 0. Chứng minh: 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopki ta có
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B – CÁC PHƯƠNG PHÁP TèM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT  
Cho biểu thức f(x,y…)

· Ta nói M là giá trị lớn nhất của f(x,y…) kí hiệu maxf(x,y…) = M, nếu hai điều kiện sau được thỏa món:

· Với mọi x,y… để f(x,y…) xá định thỡ f(x,y…) 
[image: image122.wmf]£

 M

· Tồn tại x0, y0… sao cho f(x0,y​0…) = M

· Ta nói m là giá trị nhỏ nhất của f(x,y…) kí hiệu minf(x,y…) = m, nếu hai điều kiện sau được thỏa món:

· Với mọi x,y… để f(x,y…) xá định thỡ f(x,y…) 
[image: image123.wmf]³

 m

· Tồn tại x0, y0… sao cho f(x0,y​0…) = m

I) TèM GTLN, GTNN CỦA ĐA THỨC BẬC HAI

1) Đa thức bậc hai một biến 
Vớ dụ 1.1

a) Tỡm GTNN của A = 3x2 – 4x + 1

b) Tỡm GTLN của B = - 5x2 + 6x – 2

c) Tỡm GTNN của C = (x – 2)2 + (x – 3)2
d) Cho tam thức bậc hai P = ax2 + bx + c

Tỡm GTNN của P nếu a > 0

Tỡm GTNN của P nếu a > 0

Giải
a) A = 
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b) B = 
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c) C = 
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Vậy maxC = 
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d) Ta cú: P = 
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Nếu a > 0 thỡ P 
[image: image131.wmf]³



EMBED Equation.DSMT4[image: image132.wmf]2
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Nếu a < 0 thỡ P 
[image: image135.wmf]£
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. Vậy maxP = 
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Vớ dụ 1.2
a) Tỡm GTNN của M = x2 – 3x + 1 với 
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b) Tỡm GTLN của N = x2 – 5x + 1 với 
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a) M = 
[image: image141.wmf](
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. Vậy minM = -1 khi x = 2

b) N = 
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. Vậy maxN = 25 khi x = -3, x = 8

2. Đa thức bậc hai hai biến

a) Đa thức bậc hai hai biến có điều kiện

Vớ dụ 2a.1

a) Cho x + y = 1. Tỡm GTLN của P = 3xy – 4

b) Cho x – 2y = 2. Tỡm GTNN của Q = x2 + 2y2 – x + 3y
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a) 
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Vậy maxP = 
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Vậy minQ = 
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Vớ dụ 2a.2

     Tỡm GTLN của của P = xy vúi x, y thỏa món

      a) 
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     a) 
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. Vậy maxP = 8 khi x = 2, y = 4

     b) 
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          Vậy maxQ = (S – a)a khi x = S – a, y = a

     b) Đa thức bậc hai hai biến

      Cho đa thức: P(x,y) = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + h  (1), với a,b,c 
[image: image151.wmf]¹

0

Ta thường đưa P(x, y) về dạng

P(x, y) = mF2(x, y) + nG2(y) + k  (2)

P(x, y) = mH2(x, y) + nG2(x) + k  (3)

Trong đó G(y), H(x) là hai biểu thức bậc nhất một ẩn, H(x, y) là biểu thức bậc nhất hai ẩn.

Chẳng hạn nếu ta biến đổi (1) về (2) với a, (4ac – b2) 
[image: image152.wmf]¹
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(Tương tự nhân hai vế của (1) với 4c để chuyển về (3))

Vớ dụ 3.1
a) Tỡm GTNN của P = x2 + y2 + xy + x + y

b) Tỡm GTLN của Q = -5x2 – 2xy – 2y2 + 14x + 10y – 1

Giải
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    Vậy minP = 
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[image: image156.wmf](
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Vậy maxQ = 16 khi x = 1, y = 2

Vớ dụ 3.2
Tỡm cặp số (x, y) với y nhỏ nhất thỏa món: x2 + 5y2 + 2y – 4xy – 3 = 0 (*)

Giải
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Vậy miny = -3 khi x = -6. Vậy ccawpj số (x, y) = (-6; -3)

Vớ dụ 3.3
   Cho x, y liờn hệ với nhau bởi hệ thức x2 + 2xy + 7(x + y) + 7y2 + 10 = 0 (**).

   Hóy tỡm GTLN, GTNN của S = x + y + 1.

Giải
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Vậy minS = -4 khi x = -5, y = 0. maxS = -1 khi x  = -2, y = 0.

II. PHƯƠNG PHÁP MIỀN GIÁ TRỊ

Vớ dụ 1
Tỡm GTLN, GTNN của A = 
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2

423

1

xx

x

++

+


Giải

Biểu thức A nhận giá trị a khi phương trỡnh sau đây cóa nghiệm

a = 
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Nếu a = 1 thỡ phương trỡnh (1) cú nghiệm x = 
[image: image162.wmf]2
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Nếu a 
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 1 thỡ phương trỡnh (1) cú nghiệm khi –a2 + 4a +5 
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Vậy minA = -1 khi 
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       maxA = 5 khi 
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Vớ dụ 2
 Tỡm GTLN, GTNN của biểu thức B = 
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Biểu thức B nhận giá trị b khi phương trỡnh sau cú nghiệm

b = 
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Trong đó x là ẩn, y là tham số và b là tham số có điều kiện

Nếu b = 0 
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Nếu b 
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 để (2) có nghiệm x khi 1 – 4b(by2 – 2y + 7b -1)
[image: image172.wmf]0

³

 (3)

Coi (3) là bất phương trỡnh ẩn y. BPT này xảy ra với mọi giỏ trị của y khi 

16b2 + 4b2(-28b2 + 4b + 1)
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Vậy minB = 
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III. PHƯƠNG PHÁP SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC

1) Sử dụng bất đẳng thức Cô-si
Vớ dụ 1.1

Tỡm GTLN, GTNN của A = 
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Vậy A2 
[image: image180.wmf]22.

A

³Þ³

 Vậy minA = 
[image: image181.wmf]57

2 khi ,

33

xy

==


       
[image: image182.wmf]2

42 max2 khi 2

AAAx

£Þ£Þ==


(Biểu thức được cho dưới dạng tổng hai căn thức. Hai biểu thức lấy căn có tổng là hằng số)
Vớ dụ 1.2

Cho x, y > 0 thỏa món x + y 
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Vậy minP = 19 khi x = 2, y = 4.

Vớ dụ 1.3

Tỡm GTLN của biểu thức M = 
[image: image186.wmf]23

xyyx

xy

-+-

 với 
[image: image187.wmf]3;2

xy

³³


Giải

 To cú: 
[image: image188.wmf]2

3

y

x

M

xy

-

-

=+


Theo bất đẳng thức Cô – si ta có: 
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Vớ dụ 1.4
Cho x, y, z > 0 thỏa món: 
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Tương tự: 
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Nhân vế với vế của ba BĐT trên 
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Vớ dụ 1.5
Cho 0 < x < 1, Tỡm GTNN của Q = 
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(Đặt P = 
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Vớ dụ 1.6
Cho x, y, z, t > 0. Tỡm GTNN của biểu thức.
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có: 
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2. Sử dụng BĐT Bunhiacopski (BCS)

Vớ dụ 2.1
Cho x, y, z thỏa món: xy + yz + zx =1. Tỡm GTNN của biểu thức

A = x4 + y4 + z4
Giải

Áp dụng BĐT BCS ta có
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Vớ dụ 2.2
Tỡm GTNN của P = 
[image: image202.wmf]4916
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Vớ dụ 2.3
 Tỡm giỏ trị nhỏ nhất của Q = eq \s\don1(\f(a,1+b-a)) + eq \s\don1(\f(b,1+c-b))  + eq \s\don1(\f(c,1+a-c))  

trong đó a, b, c > 0 thỏa món  a + b + c = 1
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Vớ dụ 2.4
   Cho a, b, c > 0 thỏa món a + b + c = 1. Tỡm GTNN của
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